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Figuur 3.2 
Som van twee complexe 

getallen 

Figuur 3.3 

Verschil van twee complexe 
geta/len 

Im-as 

Opgaven bij 3.4 

Im-as 

Re-as 

Ill Bereken van de onderstaande getallen de toegevoegd complexe. Teken beide getal­
len in hetzelfde complexe vlak. 
a Z = 4 - 2i C Z = -2i 
b z = - 2 - Si d Z = 4 

lfll Bereken en teken ter illustratie een figuur in het complexe vlak. 
a (1 + 2i)+(2-i) C (2 +i)+(- l + i)+(3- 3i) 
b ( - 2 + 2i) - ( 4i) d (- 4 + 2i) - (-3 + i) - (2 - 2i) 

3.5 Complexe getallen in goniometrische vorm 

Figuur 3.4 
De re/atie tussen 

rechthoekscoordinaten en 
poo/coordinaten 

Het beeldpunt P van het complexe getal z = x + iy kan in het complexe vlak worden 
vastgelegd door het geven van de rechthoekscoordinaten (x ,y ) of door het geven 
van de poolcoordinaten (r, <p ), zie figuur 3.4. 

De straal r heet de modulus van z , notatie r = lzl, en is gelijk aan de lengte van het 
lijnstuk OP·,__ __ 

r = lzl = V x
2 

+ y2 (stelling van Pythagoras) (3.8) 

Im-as 
rcos rp 

y -- --- -- ---- ------ p 

),s;no 

x Re-as 

De hoek <p heet het argument van z = x + iy, notatie <p = arg(z) , en is de hoek (in ra­
dialen) die OP maakt met de positieve reele as. Er geldt: 
tan <p = J:'. (3.9) 

X 

Het argument is op een veelvoud van 2n na bepaald. Als bijvoorbeeld het argument 
1 . 1 1 1 van een getal- n 1s, dan heeft het ook de argumenten -n + 2n,-n - 2n, - n + 4n, en-
4 4 4 4 

zovoort. We spreken voor de hoofdwaarde van het argument van z af: 

- n < arg(z) :S: n. 



Figuur 3.5 

Bepaling van de 

hoofdwaarde 

Complexe getallen 

Er geldt: x = r cos cp en y = ,r sin cp 
(zie figuur 3.4). Het getal z = x + iy is dus ook te schrijven als 
z = r ( cos cp + i sin cp) 

Formule (3.10) wordt de goniometrische vorm van z genoemd. 
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(3.10) 

Voor het argument nemen we steeds de hoofdwaarde. Het bepalen van de modulus 
levert geen problemen op; het bepalen van het argument gaan we nader bekijken. 

Im-as 

Z2= -a+bi 
b 

-a a Re-as 

-b 

We onderscheiden drie gevallen, zie figuur 3.5. In deze figuur zijn de reele getallen a 
en b positief. 
1 Als het complexe getal in het eerste of in het vierde kwadrant ligt, dan is het ar­

gument direct met de arctangens te berekenen. Immers de waarde van een 
1 1 arctangens levert een hoek op tussen - - -rr en - -rr. 
2 2 

Het argument van z 1 = a + bi is arg(z1 ) = a rct an (~) . 

Het argument van z4 = a - bi is arg (z4 ) = arctan ( -}). 

2 Voor een getal in het tweede kwadrant kunnen we het argument berekenen 
door eerst het argument te berekenen van zijn gespiegelde in de oorsprong en 
er daarna -rr bij op te tellen: 
arg(z2 ) = arg(-a + bi) 

= arg(a - bi)+ -rr 

= arct an ( ~b) + 1r 

= arg(z4 ) + -rr 
Op deze manier krijgen we de hoofdwaarde van het argument van z2 • 

3 Voor een getal in het derde kwadrant kunnen we het argument berekenen door 
eerst het argument te berekenen van zijn gespiegelde in de oorsprong en er 
daarna -rr van af te trekken: 
a rg (z3 ) = arg(-a - bi) = arg(a + bi) - -rr 

= arct an (~) - -rr 

= arg(z 1 ) - -rr 
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Voorbeeld 7 

Voorbeeld B 

Voorbeeld 9 

Op deze manier krijgen we de hoofdwaarde van het argument van z3 • 

In het algemeen is het verstandig om het argument te bepalen door eerst het getal 
in het complexe vlak te tekenen en daarna met behulp van deze figuur het argu­
ment te berekenen. 

Het argument van getallen op de assen van het complexe vlak kunnen we direct af­
lezen, zie voorbeeld 10. In de voorbeelden 7 tot en met 10 bepalen we steeds de go­
niometrische vorm van het gegeven complexe getal. Teken zelf steeds het getal in 
het complexe vlak. 

Gegeven z = 1 - i\/'3. 

Het getal ligt in het vierde kwadrant. 

Uit lzl = J1 + ( \/'3) 
2 

= 2 en arg(z) = arctan ( - ~) = - ~ 7r volgt 

z = 2 ( cos ( -~ 7r) + i sin ( -~ 7r) )-
• 

Gegeven z = - 2 + 3i. 
Het getal ligt in het tweede kwadrant. zodat we het argument niet direct met een arctangens 
kunnen berekenen. 

Uit lzl = vf3 en arg(z) = arg(2 - 3i) + 7r = arctan ( ~
3
) + 7r ~ 2,159 volgt 

z = v\3(cos(2,159) + isin(2,159)). 

Gegeven z = - 6 - Bi. Het getal ligt in het derde kwadrant. 
Uit lzl = 10 en arg(z) = arg(6 + Bi) - 7r ~ - 2,214 volgt 
z = 10( cos ( -2,214) + i sin (-2,214) ). 

• 

• 



oorbeeld 10 

Figuur 3.6 
,tie bij voorbee!d 10 

Complexe getallen 

De goniometrische vorm van een complex getal op een as volgt direct uit een tekening. We 
bepalen de goniometrische vorm van de getallen 3, - 2, i en -3i (zie figuur 3.6). 
Het getal 3 heeft de modulus 3 en het argument 0. De goniometrische vorm is dus 
3 = 3(cos(0) + isin(0)) . 
Op overeenkomstige wijze vinden we: 

- 2 = 2(cos1r + i sin1r); i = cos (i1r) + i sin (i1r) en 

Im-as 

-2 0 3 Re-as 

-3i 

• 

Opdrachten 
Bepaal de goniometrische vorm van: 

• z = - 3 + 2i 
• z = 1 - 6i 

• z = -6i 

A/stand tussen twee complexe getallen 
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In figuur 3.7 is de lengte van het lijnstuk a de afstand tussen z1 en z2 . Uit de figuur 
blijkt dat de lengte van het lijnstuk a gelijk is aan de modulus van z1 - z2 , zodat 
Jz1 - z2 I de afstand is tussen z1 en z2 . Voor lzl kunnen we schrijven lz - DI: de mo­
dulus van z is de afstand van het beeldpunt van z tot de oorsprong van het assen­
stelsel. 
Deze afstand tussen twee complexe getallen wordt vaak gebruikt bij het tekenen 
van verzamelingen in het complexe vlak. 

Figuur 3.7 Im-as 

Vstand tussen twee 
complexe getallen 

Re-as 
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Voorbeeld 11 

Figuur 3.8 
1/lustratie bij voorbeeld 11 

Figuur 3.9 

lllustratie bij voorbee/d 12 

Voorbeeld 12 

Ill 

Ell 

Teken in het complexe vlak de verzameling {z E <Cl lz - ii= 2}. 

Oplossing 
Dit lezen we als : teken alle complexe getallen, waarvoor geldt dat de afstand tot i is gelijk 
aan 2. Deze verzameling is een cirkel in het complexe vlak met middelpunt (0.1) en straal 2. 
zie figuur 3.8. 

Im-as Im-as 

G 2 

Re-as -3 0 Re-as 

• 
Teken in het complexe vlak de verzameling { z E q lz + 3 - 2i I = 1}. 

Oplossing 

We schrijven {z E <Cl lz + 3 - 2il = 1} = {z E <Cl lz - (-3 + 2i l = 1} Dit laatste lezen 
weals: teken alle complexe getallen. waarvoor geldt dat de afstand tot -3 + 2i is gelijk 
aan 1. Deze verzameling is een cirkel in het complexe vlak. zie figuur 3.9. 
Een andere methode is z = x + iy te substitueren in lz + 3 - 2il = 1. Deze substitutie le­
vert dan een relatie tussen x en y, waarna we elke z = x + iy kunnen tekenen die voldoet 

aan lz + 3 - 2il = 1. 

De substitutie levert op: ~--~· ___ _ 

l(x + 3) + i(y - 2)1 = 1; hieruit volgt V (x + 3)
2 + (y - 2)

2 
= 1. zodat 

(x + 3)2 + (y - 2)2 = 1. 
Dit is weer de vergelijking van een cirkel in het complexe vlak met middelpunt ( - 3, 2) en 
straal 1. 

• 

I Opdracht 
Teken in het complexe vlak de verzameling 

{ z E q 1 < lzl :S 3 /\ -i1r :S arg(z) :S ½1r }-

Opgaven hij 3.5 

Schrijf in de goniometrische vorm. 
a z = - 3 - 3i d z = -3 + 4i 
b z = 2 + 2iv3 e z = - 2 - 3i 
C Z = - 4i f Z = - 12 + 5i 

Schrijf in de vorm x + iy . 

a z = 3 ( cos G 1r) + i sin G 1r) ) C z = 4(cos(~ 1r) + i sin(~1r)) 

b z = 2 ( cos ( - ~ 1r) + i sin ( - ~ 1r) ) d z = 5(cos (1r) + i sin (1r)) 
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oorbeeld 13 

Complexe getallen 81 

Ell Teken in het complexe vlak de volgende verzamelingen. 
a {z E C/ 1 .S /z + 2 - i/ .S 2} 

b {zE C//z + l - 2i /= lz-3 /} 

C {z E C/z + z = Z ·Z} 

d { z E C/ 1 .S /z/ < 3 /\ - ¼1r .S arg(z) < ~1r} 

e {z E C/Re(z) = - Im(z)} 

f {z E C/0 < /z / < 2 /\ - ¼1r _s arg(z) < ~1r} 

3.6 Het rekenen met complexe getallen in de goniometrische vorm 

Het zal blijken dat het vermenigvuldigen en delen van twee complexe getallen met 
de goniometrische vorm vaak gemakkelijker gaat dan met de vorm x + iy. Het op­
tellen en aftrekken van complexe getallen wordt we! altijd met de vorm x + iy uitge­
voerd. 

Ste! z1 = r 1 ( cos <p1 + 'i sin <p1 ) en z2 = r2 ( cos <p2 + i sin <p2 ) . We berekenen z1 · z2 . 

z1 -z2 = r1 (cos <p1 + isin <p 1 ) · r2 (cos <p2 + isin <p2 ) 

= r 1 r2 ( ( cos 'Pi cos 'Pz + i
2 

sin 'Pi sin 'Pz) + i ( cos 'Pi sin 'Pz + sin 't)1 cos 'Pz)) 

= r1 r2 ( ( cos <p 1 cos <p2 - sin<p1 sin <p2 ) + i( cos<p1 sin <p2 + sin <p1 cos <p2 )) 

Hieruit volgt: 
z1 -z2 =r1 r2 (cos (<p1 +<p2 ) + isin (<p1 + <p2 ) ) (3 .11) 

De laatste vorm stelt voor een complex getal met modulus r1 r2 = lz1 I lz2 I en argu­
ment <p1 + <p2 = arg(z1 ) + arg(z2 ) , zodat lz1 · z2 I = lz1 I lz2 I en 
arg(z1 · z2 ) = arg(z1 ) + arg(z2 ) . 

Aangetoond is nu: 
Het product van twee complexe getallen in goniometrische vorm is een complex 
getal waarvan de modulus gelijk is aan het product van de moduli en waarvan het 
argument gelijk is aan de som van de argumenten. Het argument van het product 
hoeft geen hoofdwaarde meer te zijn, zodat we dit eventueel moeten herleiden naar 
de hoofdwaarde. 

We willen het product van z1 = -1 + iv3 en z2 = v3 + i bepalen met behulp van de go­

niometrische schrijfwijze. 

Op/ossing 

Eerst bepalen we de goniometrische vorm van z1 en z2 en daarna z1 · z2 met behulp van for­

mule (3.11 ). 

z1 = - 1 + iv3 = 2 (cos(~ 1r) + i sin (~ 1r)) en z2 = 2 ( cos G 1r) + i sin G 1r)) (Ga 
dit na!) 

z1 · z2 = 2 · 2 ( cos (~ 1r + ½ 1r) + i sin (~ 1r + ½ 1r)) 

=4(cosG1r) + isin(!1r)) = - 2v3 + 2i 

• 
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Voorbeeld 1 

72 Complexe getallen 

I Opdracht 
Los op in C de vergelijking x2 + 9 = 0. 

We geven nog een voorbeeld van het oplossen van vergelijkingen met behulp van 
het getal i. 

Los op in C devergelijkingx2 - 2x + 10 = 0. 

Op/ossing 

Kwadraatafsplitsen levert: 

(x - 1)2 + 9 = 0 {=? (x - 1)2 - (3 i) 2 
= 0 

{=? (x - 1 - 3i)(x - 1 + 3i) = 0 
{=? X = 1 + Jj V X = 1 - Jj 

• 
De oplossingen van de vergelijking van de opdracht hierboven zijn x = 3i en 
x = - 3i. We noemen deze oplossingen imaginaire getallen. Een imaginair getal is 
het product van een reeel getal met de imaginaire eenheid i, anders gezegd: als 
a E R dan is ai een imaginair getal. 
De oplossingen van de vergelijking van voorbeeld 1 zijn x 1 = 1 - 3i en x2 = 1 + 3i. 
Dit zijn voorbeelden van complexe getallen. 

Een complex getal wordt vaak aangegeven met de letter z; een complex getal ziet er 
dus als volgt uit: 

Z = X + iy (3.2) 
waarbij x en y reele getallen zijn en i de imaginaire eenheid is. 
We noemen x het reele dee! van z en y het imaginaire dee! van z; in formulevorm: 
x=Re(x + iy)(= Re(z)) eny = Im(x+ iy)(= Im(z)) (3.3) 
Voor x + Oi schrijven we x: een reeel getal. Voor schrijven we O + iy: een imaginair 
getal. 
De verzameling van alle complexe getallen geven we aan met C. 

Twee complexe getallen z1 = a+ bi en z2 = c + di zijn gelijk, notatie z1 = z2 , als 
geldt Re(z1 ) = Re(z2 ) en Im(z1 ) = Im(z2 ), datwil zeggen a = c en b = d. 

Is z = x + iy, dan is het toegevoegd complexe getal van z (ook wel complex geconju­
geerde van z) notatie z, het getal z = x - iy (3.4) 

Opdrachten 
Bereken het toegevoegd complexe getal van z als: 

• z = - 1 + 3i 
• z = 2 - 5i 
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